BLOQUE 2 : GEOMETRIA __ PLANA

e Unidades de medida de angulos.
e Razones trigonométricas de un angulo.

e Uso de formulas y transformaciones trigonométricas en la resolucion
de triangulos y problemas geométricos diversos.

e [Ecuaciones de la recta.
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La trigonometria es una rama de las matematicas de antiguo origen, cuyo
significado etimoldgico es ("la medicién de los triangulos"). Se deriva del
vocablo « griego 1plywvo <trigdno> “triangulo” + petpov <metron>
"medida"’

La trigonometrfa en principio es la rama de las matematicas que estudia las
relaciones entre los angulos y los lados de los triangulos. Para esto se vale
de las razones trigonométricas, las cuales son utilizadas frecuentemente en
calculos técnicos. En términos generales, la trigonometria es el estudio de
las funciones seno, coseno, tangente, cotangente, secante y cosecante.
Interviene directa o indirectamente en las demas ramas de la matematica y
se aplica en todos aquellos ambitos donde se requieren medidas de
precision. La trigonometria se aplica a otras ramas de la geometria, como
es el caso del estudio de las esferas en la geometria del espacio.

Posee numerosas aplicaciones: las técnicas de triangulacion, por ejemplo,
son usadas en astronomia para medir distancias a esirellas proximas, en la
medicion de distancias entre puntos geograficos, y en sistemas de
navegacion por satélites.



Unidades angulares

En la medida de angulos, y por tanto en trigonometria, se emplean tres
unidades, si bien la mas utilizada en la vida cotidiana es el Grado
sexagesimal, en matematicas es el Radian la mas utilizada, y se define
como la unidad natural para medir angulos, el Grado centesimal se
desarrollé como la unidad mas préximo al sistema decimal, se usa en
topografia, arquitectura o en construccion.

Radian: unidad angular natural en trigonometria, sera la que aqui
utilicemos, en una circunferencia completa hay 2z radianes.

Grado sexagesimal: unidad angular que divide una circunferencia en
360°.

Grado centesimal: unidad angular que divide la circunferencia en 400
grados centesimales.

EQUIVALENCIA ENTRE GRADOS Y RADIANES

N° DE GRADOS N° DE RADIANES



Razones trigqnométriga
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Eltriangulo ABC es un triangulo rectangulo en C, lo usaremos
para definir las razones seno, coseno y tangente, del angulo
correspondiente al vértice A, situado en el centro de Ia
circunferencia.

Elseno (abreviado como sen, o sin por llamarse "sinus" en
latin) es la razén entre el cateto opuesto y la hipotenusa,
Il

o F Pt
smfcrg = —
A L,
Elcoseno (abreviado como cos) es la razén entre el
cateto adyacente y |a hipotenusa,
pos{ o | = —
Latangente (abreviado como fan o fg) es la razén
entre el cateto opuesto y el adyacente,
A
lanlal = —
()= 7

Es el cociente del seno entre el coseno.



Sentido de las

funciones trigonométricas

Dados los ejes de coordenadas cartesianas Xy, de centro O, y un circulo
con centro en O y radio 1; el punto de corte de la circunferencia con el lado
positivo de las X, lo sefialamos como punto B.

La recta r, que pasa por O y forma un angulo a sobre el eje de las X, corta a
la circunferencia en el punto C, la vertical que pasa por C, corta al eje x en
A, la vertical que pasa por B corta a la recta r en el punto D.

Por semejanza de triangulos:

La distancia 1237, es el radio de la circunferencia, en este caso al ser
una circunferencia de radio = 1, y dadas las definiciones de las
funciones trigonométricas:

fenemos:
senfal  lanju)

sl ) 1

La tangente es la relacién del seno entre el coseno,
segn la definicion ya expuesta.
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Resolucion de triangulos rectangulos

Cuando decimos resolver un tridngulo nos referimos a que encontramos
todas sus magnitudes desconocidas, es decir, la longitud de sus tres lados y
la medida de sus tres angulos, a partir de las conocidas.

Triangulos rectangulos
Si un triangulo es rectangulo en realidad ya sabemos una cosa, que tiene un

angulo de 90° asi que nos hara falta menos informacion para resolverlo.
Podemos resolver un tridngulo rectangulo si conocemos:

1°) Dos lados

Podemos calcular el tercer lado con el Teorema de Pitagoras @~ | & = ¢~
Cuando sabemos lo que miden los tres lados es facil encontrar los angulos

a partir de las razones trigonométricas y de la relacién entre los angulos de
un triangulo.

i
c=23
@=14
Ejemplo k=7
. wo— |4 ar e — FDR
Tenemos este triangulo y sabemos que a=14 y =23
4 ;‘_._- =7y 1 .‘:.'- BV
b= w25 — 14 = 18,25
14 i e
sind = — =0 0RT — 4 =37 5 (¢ < ]
25 “ -
B=180- 90— A= 180 - 90— 37,5 = 52,5
2°)_Un angulo y un lado : Los lados se calculan mediante la razén

trigonométrica del angulo que tenemos y con la longitud del lado que
tenemos .El angulo que nos falta se calcula recordando que los angulos de
un triangulo suman entre los tres 180° siempre.

. =y o B e
Ejemplo : Tenemos un triangulo yconocemos a=2 ¥ 5 =103 .

10"

§- 27"

& & ‘ “: ‘J
mns == = b=atwn & = 29w il = 5,

I*u




Razones trigonométricas de un angulo agudo

b

Si miramos el triangulo de la izquierda podemos
describir tres razones que son intrinsecas de los angulos agudos, ya que las
razones sélamente dependen del angulo o debido al teorema de Thales.

. Lyt dlel caretn opoesto o o . ¢
M = —— ek — BT =

]

»
-3

lpreitod de Lo liperersa

lengrirnd dlel eavee courigne o o &

CoR o =

Lt D

—  — {RO =

Losteritogl de Lo bipotemmsa

| Lsngirug del carens spuesie o a @
E'.':ll'].'l -?fj. — = B == e ) } — - —_— tg;,: li‘l jI'_-TI, — -
leneitn del carehs contigue o o B

Gracias a estas definiciones podemos calcular razones trigonomeétricas
aproximadamente dibujando y midiendo simplemente.

Estas razones trigonométricas evidentemente no dependen del triangulo
que tracemos so6lo dependen del angulo.

[editar] Ejemplo

1adveer

Hivmen

P.:J:‘t ‘lfilrl‘l-

Tenemos un triangulo como el de la figura 'y
queremos saber sus razones trigonométricas asi que medimos sus tres
lados a= 60mm b= 80mm c= 100mm
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EIERCICIOS DE TRIGONOMETRIA

12) éA qué altura se puede llegar con una escalera de 3 metros colocando
la base a 1 metro de 1a pared?.

22) Un nifio sujeta una cometa con una cuerda de 35m. La cometa est
encima de un arbol que se encuentra a 20 metros del nifio. ¢éA qué
distancia esta la cometa?.

32) Un drbol de 50 m de alto proyecta una sombra de 60 m de larga.
Encontrar el angulo de elevacion del sol en ese momento.

42) Uno de los catetos de un tridngulo rectén_gulo mide 4,8 cm y el
angulo opuesto a este cateto mide 54. Halla la medida del resto de fos
lados y de los dngulos del tridngulo.

52) En un tridngulo rectangulo la hipotenusa mide 15 cm y uno de los
catetos mide 12 cm. Calcula la longitud del otro cateto y la medida de sus
angulos.

62) Queremos fijar un poste de 3,5 m de altura, con un cable que va
desde el extremo superior del poste al suelo. Desde ese punto del suelo se
ve el poste bajo un dngulo de 40¢. ¢A qué distancia del poste sujetaremos
el cable? {Cudl es la longitud del cable?

7°) Pablo y Luis estan situados cada uno a un lado de un arbol, como
indica fa figura:

rch\:\O

a) Calcula la altura del arbol. e
b)é A qué distancia esta Pablo del drbol? ¢

82) Un mastil de 5 metros se ha ajustado al suelo con un cable como
muestra la figura: :

Halla el valor de cy la longitud del cable.







Geometria analitica plana

4. Geometria analitica plana

La Geometria analitica establece una interesante relacion entre el Algebra y la Geome-
tria. En este tema nos limitaremos al estudio del plano, aunque parecidas conclusiones
se pueden hacer extensibles al espacio.

Sistema de referencia

El sistema de referencia cartesiano en el plano consta de dos rectas perpendiculares que
se cortan en el punto O(0, 0). El eje horizontal OX es el eje de abscisas, y el vertical OY
es el eje de ordenadas.

Cada punto del plano, P, se representa por dos ntimeros llamados coordenadas que re-
presentamos entre paréntesis, P(x, y). La primera coordenada, x, se llama abscisa, yla
segunda coordenada, y, se llama ordenada.

P(x.y)

Ejemplo: si tenemos los puntos P(-3,2), Q(2, -3), R(-1,-1) y T(2,0) su representacion grafi-

ca seria:
y
P(-3,2)
T(2,0)
s |
00 X
R(-1,-1)
@ Q(2-3)

Coordenadas de un vector

Consideramos el vector v de origen A(ay, az) y extremo B(b, b,). Las coordenadas del
vector AB se obtienen restando a las coordenadas del punto extremo las del origen. Es
decir las coordenadas del vector v = AB son (b1-ay, by-ay)

Ejemplo: Las coordenadas de A_B. donde A(2, -1) y B( 3, 3), son estas (3 -2, 3+1) = (1, 4).

59



Geometria analitica plana

Vector de posicion

Cada punto P(x, y) del plano se puede considerar determinado mediante las coordenadas

de su vector de posicion P = OP = (x, ).

P(xy)

Ejemplo: Las coordenadas del vector de posicion del punto B (2,3) son OB = (2.3):

Punto medio de un segmento

Si las coordenadas de los extremos Ay B de un segmento son A(ay,a,) y las de B(b4,by)

. . b b
las coordenadas del punto medio seran: [a1 01 a7 2]

2 2

Ejemplo: si llamamos M al punto medio del segmento de extremos A(6,2) y B(-4,6) sus

6+(-4) 2+6) _
- ]—(1.4).

coordenadas son M(

Ecuaciones de la recta en el plano.

Una recta r queda determinada si conocemos las coordenadas de un punto y las de un
vector paralelo llamado vector director. '

Ecuacion vectorial

Es de la forma ox = A +tv donde “o" es el origen de coordenadas, “x” es un punto cual-

quiera de la recta, “A" es un punto conocido de la recta, v es un vector director conoci-
do y t es un pardmetro. Al dar valores at, obtendremos los distintos puntos X de la recta.

Ejemplo: La ecuacion vectorial de la recta que basa'por el punto (1, -1) y tiene por vector
director al vector (3, 4) es: (x,y) = (1, -1) + t (3, 4). Son puntos de la recta (1,-1)
si t=0; (4,3) sit=1; (7,7) sit=2; ...
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Geometria analitica plana

Ecuaciones paramétricas

Al sustituir en la ecuacion vectorial los vectores por sus coordenadas obtenemos una
expresion del tipo (x, y)= (ai, az)* t(v4, v2). Expresando por separado cada coordenada
se obtienen las llamadas ecuaciones paramétricas:

X =ayt+ tvy
y = a2+ t Vo,
Para cada valor que le demos a “t” se obtiene un punto (x, y) de la recta.

Ejemplo: En la recta anterior las ecuaciones paramétricas son: x = 1 + 3t; y = -1 + 4t. De
igual forma que en el ejemplo anterior podemos calcular puntos de la recta.

También podemos comprobar que un punto pertenece a la recta si satisface su
ecuacion. Asi el punto (4,3) se obtiene parat = 1, pero no hay un valor t que
satisfaga la ecuacion si el punto es el (0,0).

Ecuacion continua

Se obtiene despejando t en cada una de las ecuaciones paramétricas e igualando los
resultados obtenidos.
X —ay

yde y=agtvy; t=JL_22 por tanto:

V4 Vo

Dex=aq+tvy t=

Observa que los denominadores son las coordenadas del vector director.

; : ; : . . X=1
Ejemplo: En la misma recta anterior obtenemos la ecuaciéon continua: t:T y

y+1 Xx-1 y+1

2 , luego Br e T Igualmente que en los casos anteriores podemos

comprobar que (7,7) satisface la ecuacion y por tanto pertenece a la recta

7——1=Zi1- 2 = 2, y que esto no ocurre para el punto (0,0): g=t_ 2,
3 4 3 4

=1,

3 4

Ecuacion general o implicita

t=

1

Si en la ecuacién continua eliminamos los denominadores se obtiene una Unica ecuacion
del tipo vz (x - a1) = v4 (y - a2). Si quitamos paréntesis y lo pasamos todo al primer miem-
bro obtendremos una expresion como VX - vy - Voa; + via, = 0, que se puede escribir de
la siguiente forma: Ax + By + C = 0, llamada ecuacion general o implicita de la recta.
Observa que A y B se corresponden con v, y v4 respectivamente cambiando una de ellas
de signo.

Ejemplo: En la recta anterior obtenemos la ecuacion general o implicita: 4(x-1) = 3(y+1),
4x - 4 = 3y + 3. Llegamos a la forma general 4x — 3y — 7 = 0.
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Geometria analitica plana

Podemos obtener puntos de esta recta dando valores a la x, y despejando la
otra variable: si x = 0; y = -7/3; o al contrario, dando valores a la y, y despejan-
dox:siy=0 x=7/4.

Ecuacion explicita

Si se despeja y se llega a la ecuacion explicita de la recta de la formay = mx +n, donde

“m” es la pendiente que indica la inclinacion de la recta (m =vy/v4) y “n" es la llamada

ordenada en el origen o “altura” a la que la recta corta al ejey.
g

5 - 4
Ejemplo: En la misma recta anterior obtenemos la ecuacion explicita: y = gx --:73—, donde

mes 4/3ynes-7/3.

Esta ecuacion se puede obtener también sustituyendo m por vo/v4 y calcular n teniendo
en cuenta que el punto satisface la ecuacion.

Ejemplo: En la misma recta anterior obtenemos la ecuacion explicita a partir de los datos

del vector director y del punto por el que pasa. m = 413. y = %x+n. Como el
punto (1, -1) pertenece a la recta satisface la ecuacion 1= %-H n, de donde

n es -7/3. La ecuacion es y = %x—%. Para obtener méas puntos solo hay que

dar valores alax. Asisix=1;y=-1.
Pendiente de una recta en cualquiera de sus formas.

La pendiente indica la inclinacién de la recta y viene dada por m =v,/v4 siendo vy y v, las
coordenadas del vector director. En la forma explicita se corresponde con el valor de “m".
En el resto de las formas se trata de identificar las coordenadas del vector director.

Ejemplo: En la ecuacion vectorial de la recta (x,y) = (1, -1) + t (3, 4) las coordenadas del
vector director son (3, 4), luego m = 4/3.

- —_p X =2-5t
En la ecuacion paramétrica de la recta y =1 Bt} las coordenadas del vector
=-1+

director son (-5, 6), luego m = -6/5. En la ecuacion continua de la recta

__.X: = __y:1 las coordenadas del vector son (3,4), luego m = 4/3. En la ecuacion

general de la recta 4x — 3y -7 = 0 las coordenadas del vector director son (3,4),
luego m = 4/3. En la ecuacién implicita de la recta 'y = -x + 7, el valor de la pen-
diente es m = -1

Recta determinada por dos puntos

Una recta puede quedar determinada por dos puntos del plano A(ay, a;) y B(b1, b2). A
partir de ellos podemos calcular el vector director considerando uno de los puntos como

-

extremo y el otro como origen. Asi V = AB = (by - a4, by - @,). De esta forma queda redu-
cido al caso anterior.

Ejemplo: Calculamos la ecuacion explicita de la recta r que pasa por los puntos A(0, 3) y
B(2, 2). El vector v = AB tiene de coordenadas (2, -1), la ecuacién de la recta
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Geometria analitica plana

que pasa por A y tiene como vector de direccion v se calcula como ya sabemos y
en forma explicita es: y = -1/2 x + 3. También se puede hacer resolviendo el siste-
ma que resulta de considerar que los dos puntos satisfacen la recta que de forma
general es y = mx + n.

Por pasar por A(0, 3)> 3=0+n
Por pasar por B(2,2) > 2=2m+n
Resolviendo el sistema m = -1/2 y n = 3. Luego la recta es y=-1/2x+3

Vector normal a una recta

Se trata del vector perpendicular a la recta. Un vector es perpendicular a V = (a, b) si
sus coordenadas son (b, -a) o (-b, a).
En la recta en forma implicita Ax + By + C = 0 el vector (A, B) es normal ar.

Ejemplo. El vector (4,-3) es normal a la recta 4x — 3y -11=0,
Posicion relativa de dos o mas rectas

Dos rectas pueden ser secantes, si se cortan en un punto, o paralelas, si no se cortan.
Un caso particular de rectas secantes son las rectas perpendiculares y un caso particular
de rectas paralelas son las rectas coincidentes.

Cuando dos rectas son paralelas tienen la misma pendiente. Este es el motivo de que se
pueda determinar una recta a partir de un punto y de la ecuacién de otra recta a la que
es paralela, ya que el vector director, el vector normal o |a pendiente coincidiran.

Ejemplo. Calcula la recta que pasa por el punto A (0, 3) y es paralela a 2x - 3y — 4 = 0,

En forma explicita y = 2/3 x — 4/3. Por ser paralela comparte la pendiente y se-
ra de la forma y = 2/3 x + n. Como pasa por A, este punto tiene que verificar la
ecuacion: 3=2/3-0+n, n =3, ylarecta y=2/3x+3

En formas vectorial, paramétrica y continua
Si el vector (x4, X,) es un vector director de r:

Cualquier recta con vector direccién (x4, x,) 0 proporcional a el, (kxy, kx), k # 0, es pa-
ralela a r o coincide con r.

Cualquier recta con vector direccion (xz, -x1) o proporcional a él, (kx,, -kx;), k # 0, es
perpendicular ar.,

Ejemplo. La ecuacién vectorial de la recta que pasa por el punto (0, -1) y tiene el vector
de direccion (2, 4) es:(x, y) = (0, -1) + t(2,4)

Sus ecuaciones paramétricas son:
x=0+ 2t
y=-1+ 4t

L . X y+1
Su ecuacion continua es: 5 = —4—

La ecuacién vectorial de una recta perpendicular a esta tendra por vector direc-
tor (4,-2). La recta perpendicular que pasa por (1, -T) esi(x, y) = (1, -1) + t(4,-2)

Sus ecuaciones paramétricas son:
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Geometria analitica plana

x=1+4i
y=-1+-2t

;. . x-1 y+1
Su ecuacion continua es. .—4— = __2_

En forma explicita

Sj consideramos las rectas ry: y = miX + gy iy = MeX N seran paralelas si m{ = maYy '
perpendiculares si my.mz =-1, 0, lo que es lo mismo, si my = -1/mz

Ejemplo. Las rectas y = 3x + 6y larectay = 3x — 2 son paralelas y las rectas y = 4x+ 5y
la rectay = -1/4x — 2 son perpendiculares.

En forma general

Buscamos los puntos comunes a ambas rectas resolviendo el sistema formado por sus
ecuaciones.

Ax+By+C=0
A'x+By+C=0

E| nimero de soluciones nos indica su posicion relativa:

. o A B
Una Unica solucion: se cortan en un punto, son secantes. Se cumple N # B

No tiene solucién: no tienen ningln punto comun, son paralelas. Se cumple que
A B C

A B C
Tiene infinitas soluciones: todos los puntos son comunes, son coincidentes. Se cumple

A B C
Ejemplo. Estudia la posicion relativa de la recta X +y — 2=0ylarecta-2x -2y +6= 0. Al
resolver el sistema que forman comprobamos que no tiene solucion, luego son
paralelas. Ademas A 2 # e
- -2 6

Ejemplo. Estudia la posicion relativa de la recta ox +y—-5=0Yy larecta -2x - 2y +6=0.
Al resolver el sistema que forman comprobamos que tiene una Unica solucion,

luego son secantes. Ademas % # i2

Ejemplo. Estudia la posicion relativa de larecta x +y — 3=0ylarecta-2x-2y+6= 0.A
resolver el sistema que forman comprobamos que tiene infinitas soluciones
luego son coincidentes. Ademas LZ = —12- = :g—
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Geometria analitica plana

Distancias
Distancias entre dos puntos

Si tenemos dos puntos A(as, a,) y B(by, by) para calcular la distancia que los separa se
aplica la siguiente formula basada en el Teorema de Pitagoras, como puedes compro-
bando observando la figura:

d(A, B)=+/(bs - a, )% + (b, - a,)?

Sy d(a B)= by —a, ) + (b, —a, )

Ejemplo. La distancia entre los puntos A(0, -1) y B( 3, 2) es

d(A, B)=y/(3-0) +(2-(-1) =0 +9 =18

Distancia de un punto a una recta

En general, la distancia del punto A(as,a;) a larectar: Ax + By + C= 0 es:
|Aa; +Ba, +C|
VA? +B2
Ejemplo. Calcula la distancia del punto A(0,3) alarectar: 3x-y+4=0.
_|o3+3(-1)+4 J10 ;

(J——J—om

d(P,n=

Actividades resueltas
1. Calcula el punto medio del segmento de extremos A (1,-3) y B (3,4)

Si llamamos M al punto medio del segmento de extremos sus coordenadas son

MGiEfQ+4J:@M
2 z

2. Calcula las ecuaciones vectorial, paramétricas, continua, general y explicita de la
recta que pasa por el punto (-1,3) y cuyo vector director es (-2,4). Calcula tres puntos
de esta recta. :

Vectorial: (x, y) = (-1, 3) + t (-2, 4).

Paramétricas: x = -1 - 2t
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EJERCICIOS DE GEOMETRIA EN EL PLANO

1°) Hallar la recta que pasa por el punto (-2,2) y tiene como vector director el (1,-3).

2°) Escribir las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto (1,5) y tiene
como vector director el (4,-3).

3%) Hallar la ecuacion continua de la recta que pasa por el punto (2,-1) y tiene el vector
director (1,-4).

4°) Hallar la ecuacion implicita de la recta que pasa por el punto (3,-2) y tiene como
vector director el (4,3).

5°) Hallar dos puntos y un vector director de la recta x + 3y—6=0

6°) Hallar la ecuacion explicita de la recta que pasa por el punto (-2,0) y tiene el vector
director (3,6).

7°) ¢ Cudles son la pendiente y la ordenada en el origen de la recta que pasa por el punto
(3,1) y tiene vector director (-5,2) ?.

8°) Hallar la ecuacion explicita de la recta cuya pendiente es 2/3 y la ordenada en el
origen es -5.

9°) Hallar la ecuacién continua de la recta que pasa por los puntos A (2,-3) y B (-1,4).
10°) Hallar la ecuacion explicita de la recta que pasa por los puntos A(-2,4) y B(3,4).

11°) Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por los puntos A(0,4) y
B(-3,5).

12°) Hallar la ecuacién segmentaria de la recta que corte en los puntos (-3/5, 0) y
(0, 4/11) a los ejes de coordenadas.

13°) Hallar en forma segmentaria la ecuacién de la recta y=23x-17

14°) Hallar en todas las formas posibles, la ecuacién de la recta cuyas ecuaciones
paramétricas son:

x=4-\

y=5+)
15°) Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta 5x + 2y-6=0

16°) Determinar el valor de “k” para que larecta 3x + ky =3 pase porel ‘punto (-2,3).






EJERCICIOS SOBRE DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS

1°) Hallar la distancia entre los puntos A(1,2) y B(2,4).

2°) Hallar la distancia entre los puntos A(10,-13) y B(-11,7).

3°) Hallar la distancia entre los puntos A(5,3) y B(-6,-2)

4°) Hallar la distancia entre los puntos A(2/3,1/10) y B(5/12,-1/2)

e,

5°) Hallar dos puntos del eje “x” cuya distancia al punto A(-1,5) sea 13.

(13 ).

6°) Hallar un punto del eje “y” cuya distancia al punto A(-1,5) sea 13.

EJERCICIOS_ SOBRE DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA

1°) Hallar la distancia del punto A(3,5) a la recta x-3y+2=0
2°) Hallar la distancia desde el punto A(2,6) a la recta 8x+y+4=0
3°) Hallar la distancia del punto A(4,4) a la recta 2x+2y+4=0
4°) Hallar la distancia del punto A(1,2) a la recta 2x+4y+3=0
5°) Calcular la distancia entre el punto A(1,2) y larecta 4x+y-3=0
6°) (EXAMEN) Dada la recta 3x-2y=7 averiguar:

- El punto cuya abscisaes x = 1.

- El punto cuya ordenada es y =-1/2
- Su pendiente.






BLOQUE 3. FUNCIONES Y GRAFICAS

° Expresion de una funcién en forma algebraica a partir de
enunciados.

® Aspectos globales de una funcién. Utilizacién como
herramienta para resolver problemas y para su
interpretacion.

° Funciones reales de variable real: clasificacion y
caracteristicas basicas de las funciones lineales, polinémicas,
exponenciales.

® Operacion y composicién de funciones.






Funciones

5. Funciones

En nuestra vida diaria a menudo nos encontramos ante situaciones del siguiente tipo:
el precio que hemos de pagar por una misma cantidad de lapiceros dependers del
precio que tenga cada unidad: al consultar el precio del alquiler de un coche, vemos
que este depende del nimero de dias y que la relacion nos viene dada por una tabla
como la siguiente:

Tiempo(dias) Precio(€)

1-3 45
4-6 60
7-10 80

El espacio recorrido por un movil que lleva una velocidad constante de 150 km/h ven-
dra dado en funcion del tiempo que circule y lo calcularemos con la férmula e = 150t.

Funcion

Las funciones estudian la relacion existente entre dos variables. Se llama variable a
cada una de las dos magnitudes que se relacionan entre si. Se representan mediante
las letras x e y , se denominan variable independiente (x) y variable dependiente (y).

Llamamos funcién a una relacién entre dos variables, de tal forma que a cada valor
de la variable independiente le corresponde un unico valor de la variable dependiente.

La relacion existente entre dos magnitudes se puede expresar de varias formas:
Mediante una frase. |
Ejemplo: a cada valor de la variable independiente le asignamos su doble
Mediante una tabla de valores.
Ejemplo:

X -3-2-101 2.3

2x 6 -4-20 2 46
Mediante una grafica.
: : 8
Ejemplo: = Y =
4 ]
2 5]
X
——————y 0 . :
-4 -2 e -2 2 4
6] -4
] -6
-8

Algebraicamente, mediante una férmula.
Ejemplo: f(x) = 2x
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Dominio o campo de existencia

También llamado conjunto origen o conjunto inicial, se llama asi al conjunto de valo-
res de la variable independiente en los que la funcién esta definida. Se representa por
Dom(f).

Ejemplo: la funcion f(x) = «® asocia a cada numero real su cubo. Como el cubo se
puede calcular para todos los nimeros reales diremos que Dom(f) = R.

. : 1 , - : :
Ejemplo: la funcion f(x) = — asocia a cada numero real su inverso. Como el inverso
X

se puede calcular para todos los humeros reales excepto el 0, Dom(f) = R -

{0}.

Ejemplo: la funcion f(x) = Jx asocia a cada numero real su raiz cuadrada. Como no
existe la raiz cuadrada de nimeros negativos, Dom(f) = [0,+<).

Estudiemos el calculo de dominios de algunas funciones.
Cociente de polinomios. En este caso no forman parte del dominio de la funcion los
valores de la x que anulan el denominador.

el denominador se anula para x = -3 (x + 3 = 0),

Ejemplo: en la funcion f(x) = 2
X+3
luego Dom(f) = R = {-3} 0 Dom(f) = (-,-3[U]-3,+)

2X + 2

Ejemplo: en f(x) = — el denominador se anula para x = -3y X =3 (x* -9 =0),
X

luego Dom(f) = R - {-3,3} o Dom(f) = (-e0,-3[U]-3,3[U]3,+)
Raices de polinomios. En este caso no forman parte del dominio de la funcion los
valores de la x que hacen negativo el radicando.

Ejemplo: en f(x) = J2x+1 el radicando se hace negativo para x < -1/2 (soluciones de
2x + 1 < 0), luego Dom(f) = [-1/2,+=)

Ejemplo: en f(x) = Jx2 -1 el radicando se hace negativo para -1 < x < 1 (soluciones
de x* - 1 < 0), luego Dom(f) = (-=,-1]U[1,+<°).

Para resolver la inecuacion de segundo grado buscamos los valores que la
hacen 0. Nos interesan los valores entre estos dos o el resto y esto o po-
demos decidir probando con uno de los valores intermedios.

2 |11 0 1 2
+ 0 - 0 +

En nuestrc% caso: X2 -1=0; x= *1.Probamos con un valor intermedio, co-
mo el 0. 0%1 = -1. Como este valor es negativo, el resto de valores forman
el dominio de la funcién. '
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Ejemplo: en f(x) = hemos de eliminar del dominio los valores que anulan el

1
Vx2 -1
denominador y los que hacen que el radicando sea negativo. Estos valores
son -1 < x < 1 (soluciones de x* - 1 < 0), luego Dom(f) = (-e0,-1[U]1,+0).

Logaritmos. En este caso no forman parte del dominio de la funcién los valores de la x
que hacen negativo o 0 el niimero al que estamos buscando el logaritmo.

Ejemplo: en la funcion f(x) = In (xX* = x - 6) la expresion se hace negativa o nula para -
2 < x < 3 (soluciones de x* —x - 6 < 0), luego Dom(f) = (-e0,-2[U]3, +0),

Para resolver la inecuacion de segundo grado x* — x -6 = 0, x=-2yx=3.
Probamos con un valor intermedio, como el 0. 0%- 0 - 6 = -6. Como este va-
lor es negativo, el resto de valores forman el dominio de Ia funcion.

-3 -2 0 3 4
-+ 0 - 0 +

Rango o recorrido

También llamado conjunto final o conjunto imagen, se llama asi al conjunto de valores
de la variable dependiente que son imagen de algtin elemento del dominio. Se repre-
senta por Im(f).

Ejemplo: 4 forma parte del rango de la funcién f(x)=x* pues existe al menos un valor

de x que se transforma en 4 mediante esta funcion: x2 = 4;x= 4 =42 , pe-
ro -4 no forma parte del rango de esta funcion pues no existe ningun valor

de x que se transforma en -4 mediante esta funcion: x2 = -4; X = 4-4 no
tiene solucion.

Puntos de corte con los ejes

Un dato importante a la hora de representar graficamente una funcion es el calculo de
los puntos de corte con los ejes.

Los puntos de corte con el eje y son de la forma (0, y), luego son aquellos puntos en
los que la x vale 0. Para calcularlos solo tenemos que sustituir la x por 0 y calcular el
valor de y correspondiente.

Ejemplo: la funcién f(x) = +/2x+1 corta al eje y en los puntos (0,-1) y en (0,1) ya que
Sif(0) = V20 +1=+1=+1.

Los puntos de corte con el eje x son de la forma (x, 0), luego son aquellos puntos en
los que la y vale 0. Para calcularlos solo tenemos que sustituir la y por 0 y calcular el
valor de x correspondiente. A estos valores se les llama ceros de la funcién.

Ejemplo: la funcién f(x) = v2x+1 corta al eje y en el punto de coordenadas (-1/2,0)
yaquesiO= v2x+1;x=-1/2. Es el cero de la funcion.

Representacion grafica de funciones

Funcién constante: f(x) = ¢, donde ¢ es un ntimero real.

El dominio es R y el tnico valor del recorrido es c,
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Las graficas de estas funciones son rectas paralelas al eje de las x 0 abscisas que
pasan por el punto (0,c).

Ejemplo: la grafica de f(x) = - 2 es

Funcién lineal: f(x) = ax
Tanto el dominio como el recorrido son R.

Las graficas de estas funciones son rectas que pasan por el punto (0,0). Por ser rec-
tas para representarlas solo es necesario conocer otro punto aparte del (0,0), situar-
los en los ejes y unirlos mediante una recta.

Se puede comprobar que a coincide con la pendiente de larectay es la variacion de
la variable dependiente cuando la variable independiente aumenta una unidad.

Ejemplo: f(x) = 2x. Pasa por el (0,0) y por (-1,-2). Observa la pendiente.

Al ser a la pendiente si a > 0 la recta sera creciente, si a < 0 la recta seré decreciente.
Ademas si |a| = 1 la recta coincidira con la bisectriz del primer y tercer cuadrante si es
positiva, o con la del segundo y cuarto cuadrantes si es negativa; y si 0 < |a] < 1 ten-
dra menor inclinacién que estas bisectrices y si |a] > 1 tendra mayor inclinacion que
las bisectrices.

Funcién afin: f(x) =ax + b

Tanto el dominio como el recorrido son R.
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Las graficas de estas funciones son rectas que pasan por el punto (0,b). Por ser rec-
tas para representarlas solo es necesario conocer otro punto aparte del (0,b), situar-
los en los ejes y unirlos mediante una recta.

Se puede comprobar que a coincide con la pendiente de la recta y que b es el valor
de la ordenada en el origen.

Ejemplo: f(x) = 2x - 1. Pasa por el (0,-1) y por (1,1). Observa la pendiente.

Las consideraciones hechas sobre |a pendiente en la funcion lineal se mantienen en
la funcion afin. Ademas se ha de tener en cuenta que las infinitas funciones afines y
la lineal correspondiente que comparten la misma pendiente son paralelas entre si.

Ejemplo: son funciones paralelas: f(x) = 2x — 1, f(x) = 2x, f(x) = 2x + 1, f(x) = 2x - 5,
f(x) =2x +1/4, ...

Funcién cuadratica: f(x) = ax® + bx + ¢

El dominio es R y el recorrido dependera de Ia situacioén del vértice y la orientacion de
las ramas.

Sus graficas son unas curvas denominadas parabolas que se caracterizan por tener
vertice y un eje de simetria paralelo al eje de ordenadas que pasa por el vértice.

El coeficiente a determina la forma de Ia grafica de una funcion cuadratica, sia > 0 las
ramas van hacia arriba y si a < 0 las ramas hacia abajo. En ambos casos presenta un
maximo o un minimo respectivamente, que se corresponde con el vértice. Ademas si
|al = 1 la abertura de las ramas se considera mediana; si 0 < |a| <1 tendran mayor
abertura que la anterior y si |a| > 1 tendra menor abertura.

Para representar graficamente una funcién polinémica de 2° grado conviene hallar el
vértice y los puntos de corte con los ejes.

Si la funcién es de la forma f(x) = ax’ el vértice se encuentra en el (0,0) y es ahi don-
de corta a los ejes. Como es simétrica respecto a este punto calcularemos un par de
puntos a un lado y podemos dibujarla.
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Ejemplo: f(x)= %xz tendra mucha abertura, ramas hacia arriba, vertice en el (0,0).

Calculamos dos puntos mas a un lado del vértice: (2,2) y (1,1/2). Ya la po-
demos representar.

2,5'}y
2

1,5 1

1 -

Si la funcién es de la forma f(x) = ax’ + ¢ se puede considerar como una traslacion de
la funcion f(x) = ax’ sobre el eje y las unidades y en sentido que marca c. El vértice se
encuentra en el (0,c) y es ahi donde corta al eje y. Al eje x puede cortarlo o no de-
pendiendo de las soluciones de la ecuacion ax? + ¢ = 0. Si no lo corta, como es sime-

trica respecto al vértice calcularemos un par de puntos a un lado y podemos dibujarla.
Ejemplo: f(x)= %xz -1 tendra mucha abertura, ramas hacia arriba, vertice en el (0,-1).

Calculamos los puntos de corte con el eje x: -}xz -1=0;x= *2, luego cor-

ta en los puntos: (2,0) y (-2,0). Ya la podemos representar.

Si la funcién es de la forma f(x) = ax? + bx + c el vértice se encuentra en el

2a' |\ 2a
diendo de las soluciones de la ecuacion ax®+ bx + ¢ = 0. Si no lo corta, como es sime-

[_b f(_—bD y corta al eje y en el punto (0,c). Al eje X puede cortarlo o no depen-
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trica respecto al vértice calcularemos un par de puntos a un lado y podemos dibujarla.

Ejemplo: f(x)= —x? —x+2 tendra abertura mediana, ramas hacia abajo, vértice en el
(-1/2, 5/4). Calculamos los puntos de corte con el giex —x?—x+2= 0, x =
-2y X =1, luego corta en los puntos: (-2,0) y (1,0). Corta al eje y en (0,2)
Ya la podemos representar. '

12 -

Sieny = f(x) sustituimos x por x + a, entonces la grafica de la funcién y = f(x + a) es la
resultante de desplazar la gréfica de y = f(x) a unidades a la izquierda y si sustituimos
X por x - a, la grafica de y = f(x - a) sera la de y = f(x) desplazada a unidades hacia la
derecha.

Ejemplo: si la funcion f(x) = x* tiene abertura mediana, ramas hacia arriba y vértice en
(0,0), la funcién f(x) = (x-3) es igual a la anterior pero con el vértice en (3,0).

5 -|y

4 -

3 -

2 =

14

X

e o o e ey (e b T T —1
-1 1 2 3 4 5 6

1 .

Funcién polinémica de grado 3: f(x) = ax® + bx? + cx + d
Tanto el dominio como el recorrido son R.

Para realizar las graficas de estas funciones calculan los puntos de corte con los ejes
y valores intermedios.
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Ejemplo: representamos f(x) = 2 -2x2 -3x, buscando los puntos de corte con el gje x:

@ o 3% =0 x=0,x=-1,x =3, luego corta en (-1,0), (0,0) ¥ (3,0). Al gje

y lo corta en (0,0). Después calcularemos valores intermedios como (-2,-10),
(-0'5,0'875), (1,-4) y (4,20). Situamos los puntos y dibujamos la grafica.

20 5

Funcién exponencial: f(x) = a*, siendo a un numero real positivo y distinto de 1.
Estas funciones cumplen las siguientes propiedades:

Su dominio es R y el recorrido ]0,%).

Para x = 0, la funcion toma el valor 1: f(0) = a’=1,

Para x = 1, la funcién toma el valor a: f(1) = A =g

nggg_qgn,es positiva para cualquier valor de x: f(x )>0 ya que la base siempre

es positiva, por lo tanto nunca corta al eje x.

Si la base de la potencia es mayor que 1, 2> 1, la funcién es creciente.

Sia>1~> lim a*=0

X—r—0

Si la base de la potencia es menor que 1, a < 1, lafuncion es decreciente.

Sia<1~ lim a*=0

X—=>+mw

Para representar estas funciones tendremos en cuenta las anteriores propiedades Y
haremos una tabla de valores.

X
Ejemplo: la gréfica de f(x) = (%) sera decreciente, pasara por los puntos o1y

(1,1/2). Otros valores son. (-4,16), (-3,8), (-2,4), (-1,2), (2,1/4), (3,1/8),
(4,1/16). Los situamos y podemos representarla.

80



Funciones

10

k
Funcion de proporcionalidad inversa: f(x) = —, donde k es un ntimero real y k#0.
X

Su Dominio y su recorrido son R-{0}.

Su grafica se denomina hipérbola, presentando un centro de simetria en (0,0). Para
realizarla elaboramos una tabla dando valores entre 0 y 1 y mayores que 1, y entre 0
y -1y menores que -1,

Ejemplo: f(x) = 1/x presenta un centro de simetria en (0,0) t la tabla de valores seria
x | 025 | 05 2 5 10 | -025| -0'5 -2 -5 -10
f(x) 4 2 0’5 02 01 -4 -2 05 | -02 | -0'1

et S e gy . —
10 ﬁc 5 10

-10

Si k es positivo la grafica es decreciente y si k es negativo la grafica resulta creciente.

Ejemplo: la gréfica de f(x) = -1/x es la siguiente
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10y,

-10 5 2 ? 5 10

k . : .
Si es de la forma f(x) = = +a la grafica se desplaza a unidades sobre el eje y y si es
X

de la forma f(x) = la gréfica se desplaza -a unidades sobre el eje x. En ambos

casos se modifica el centro de simetria.

Ejemplo: la grafica de f(x) = -_1—1 presenta el centro de simetria en (-1,0) y es la
X

siguiente

Funciones definidas a trozos: son funciones que se comportan de diferente forma
en determinados tramos de su dominio.

2 si x<0
2x si x>0

horizontal a la altura del 2 para valores menores o iguales a 0 y una recta li-
neal creciente de inclinaciéon 2 en el resto. Observa los puntos que indican

Ejemplo: la grafica de la funcién f(x):{ tiene dos partes, es una recta
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que en x = 0 se comporta como f(x) = 2 y no como f(x) = 2x.

Actividades resueltas

1.

2X —1
5" B

Calcula el dominio de la funcién f(x) =

Hay que eliminar del dominio los valores de x que anulan el denominador:
X*-2x-1=0;x=1+42 . Domf=R—{1+2, 142}

En la funcion anterior comprueba si el valor -1/2 forma parte de su rango o recorri-
do.

Hay que comprobar si existe algun valor de x que se transforme en -1/2:
2x -1 -1 . . = -

5 .. . =5 resolviendo la ecuacion se comprueba que x =1y x = -3, luego

e o )

-1/2 si que pertenece al rango de la funcion.

2x
X% 4+2

Calcula el dominio de la funcién f(x) =

Como no hay ningtin valor que anule el denominador Domf = R.

Calcula el dominio de la funcion f(x) = +/3x + 4

Hay que eliminar del dominio los valores de x que hacen negativo el radicando:
3x +4 < 0; x <-4/3. Domf = [-4/3, +),

3x-5
V-x2 425
Hay que eliminar del dominio los valores de x que hacen negativo el radicando y
los que anulan el denominador: -x* + 25 = 0, x= %5 5y-5anulan el denomina-
dor. Los valores que hacen negativo el radicando son los valores del intervalo en-

tre 5y -5 o el resto. Probamos con el 0: -0% + 25 = 25, luego los valores del interva-
lo hacen positivo el radicando v el resto lo hacen negativo. Domf = ]-5, 5].

6 | 5] 0 5 6
- 0 + 0 -

Calcular el dominio de la funcién f(x) =
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Ejercicios de la funcién lineal

Representa las funciones constantes

1 y=2 2 y = -2

Representa las rectas verticales

Representa ias funciones iineales
5 y=x 6 y=2x

Representa las funciones afines

7 y =2x -1 8 y=-2x-1

Representa las siguientes funciones, sabiendo que:

9 Tiene por pendiente 4 y pasa por el punto (-3, -2).

4 0pasa por los puntos A(-1, 5) y B(3, 7).

iipasa por el punto P(2, -3) y es paralela a la recta de

ecuaciény = -x + 7.

12En las 10 primeras semanas de cultivo de una planta, que
media 2 cm, se ha observado que su crecimiento es directamente
proporcional al tiempo, viendo que en la primera semana ha pasado a
medir 2.5 cm. Establecer una funcién a fin que dé la altura de la

planta en funcion del tiempo y representar graficamente.

13por e! alguiler de un coche cobran 100 € diarios mas 0.30 €
por kilémetro. Encuentra la ecuacién de la recta que relaciona el
coste diario con el nimero de kilémetros y represéntala. Si en un dia

se ha hecho un total de 300 km, équé importe debemos abonar?






Ejercicios de la funcién cuadratica

Representa las funciones cuadrdaticas
1y = -x2 + 4x - 3

Zy = X2 + 2% + 1

I

3y = x2 +x + 1

A Una funcién cuadratica tiene una expresion de la forma y = X2

+ ax + a y pasa por el punto (1, 2). Calcular el valor de a.

BSe sabe que la funcién cuadrdtica de ecuacion y = ax? + bx +

c pasa por fos puntos (1,1), (0, 0) y (-1,1). Calcula a, b y c.

6Una parabola tiene su vértice en el punto V(1, 1) y pasa por el

punto (0, 2). Halla su ecuacion.
?Partiendo de la grafica de la funcién f(x) = x?, representa:

1. y=x2+2

2. y=x2-2
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PROBLEMAS APLICADOS A FUNCIONES

1°) El precio del jamon es 20€/kg, es decir 0,02€/gr. Determina la ecuacién
que nos expresa el dinero gastado (y) segin los gramos de jamon que
compremos y represéntala graficamente. Calcula la cantidad de jamén que
nos daran por 2,5 €.

2°) Por la recogida de agua en unas fuentes medicinales debemos pagar 20
céntimos de euro por el acceso al recinto y 5 céntimos por cada litro
recogido. Calcula el precio de 25 litros de agua. Luego calcula los litros

que nos daran por 2 € .

3°) (EXAMEN 2002) Una empresa de alquiler de vehiculos, nos cobra
poi alquilar un turismo una cuota de 120 € mas una cuota de 60 € por cada
dia alquilado. Otra empresa B g8 cobra una cucta de 72 €/dia.

a) Si alquilamos un coche para tres dias. ;Qué empresa seria mas
rentable?.

b) ¢Cuantos dias serian necesarios para que las dos empresas nos
cobraran lo mismo?.

c) Realiza una grafica situando en el eje de abscisas (x) los dias y en el
de ordenadas (y) el coste de cada empresn, donde eo ven e 2=
tuntan en €l dia calculado en el apartado b. (Ayuda: -{as funciones son
rectas).

4% (EXAMEN 2003) Una empresa se dedica a la fabricacién de
vaivuiauuias e bolsillo, y en un dia de produccion realiza cierto nimero de

b 50 =3

unidades de un modelo, con un coste de § € [a vnidad, Los costes filas de

produceidn, wdependientemente de la fabricacion, son de 3.200 €, y cada

caiGuladora sc vende por 6 €.

a) ¢Cudl debe ser la produccion de ese dia para que la empresa cubra
los gastos?

b) ¢(Cual ha de ser ia produccion, si se han obtenido 3000
beneficio?.
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5%) (EXAMEN 2008) El coche A consume 7 1%#?65 por ca-.’m 183 gl

que ef coche A, Tos (105»‘. viilizan el wigwo fq—:t. y de ;;a:;ohna, que cuesta 1 €
por litro. ;A partir de cudnios quildimeiros recoiridos resulia més rentab
el coche B?.






INTERPOLACION LINEAL

La interpolacion es un procedimiento que permite aproximar los valores de un
fenémeno, en situaciones que no pueden ser medidos directamente, a partir de algunos
otros valores conocidos.

Para ello suponemos que el fenémeno se ajusta a una funcién que calcularemos a
partir de los puntos conocidos.

Si utilizamos dos puntos la grafica de la funcién que podemos calcular es una recta
y hablamos de interpolacién lineal.

Se debe tener en cuenta que utilizaremos de los valores conocidos, los mas
cercanos a los que hemos de aproximar.

Si calculamos valores fiera de los conocidos el procedimiento es el mismo, pero
recibe el nombre de extrapolacion.

EJERCICIOS

1°) Si sabemos que un coche sale de una ciudad a las 9h y que llega a su destino a las 16 h

habiendo recorrido 560 km., calcular por interpolacion lineal por qué kilémetro pasaba a
las 12 h.

2°) La siguiente tabla muestra datos de varios paises de la evolucion del ntimero de
trasplantes de higado:

| Afio 1990 1991 [1992 [1993
Trasplantes | 5040 5326 | 6042 | 6649

Calcula el valor de interpolacién del afio 199] a partir de los datos de 1990 y 1992, .Se
parece el dato obtenido al real?. Interpreta tu respuesta.

3°) El peso en gramos de un tipo de frutas en funcién de su calibre o didmetro en
centimetros viene dado en esta tabla:

Diametro (cm) 3 5 8
Peso (g) 8 22 |73

Calcula por interpolacién el peso correspondiente a 3.5 cm. y por extrapolacién con qué
didmetro pesara 85 g.



4°) El precio de un viaje en autobiis es funcion de los kilémetros recorridos. Asi si son 30
km. Cuesta 4€, y 65 km. vale 7.5 €.

a)  Hallar la funcién lineal que expresa el coste del billete en funcion de la
distancia recorrida.

b)  Calcula por interpolacion el precio de 50 km.

¢)  Calcular, por extrapolacion, el precio de 300 km.

d)  Si el billete cuesta 25 €, ;Cuantos kilémetros tiene el recorrido?.

5°) ( EXAMEN 2003). A lo largo del tiempo, el nimero de habitantes de un municipio
da la siguiente tabla de resultados:

Afio 1970 1980 1990 2000
Habitantes 056 1210 1462 1730

a)  Por interpolacién, calcula la poblacion en los afios 1975,1985 'y 1995.

b)  ;Cuél es el nimero de habitantes que posiblemente tendra el municipio en el
afio 20107.

¢)  (En qué afio, aproximadamente, tendra 2500 habitantes este municipio?.

6°) (EXAMEN 2001) . La siguiente tabla muestra datos de diversos paises sobre la
evolucién del niimero de trasplantes de higado:

Afio 1990 1991 1992 1993 1994 1995
| Nimero | 5040 5326 6042 6649 7616 7900

Representa en una grafica los valores del numero de trasplantes en funcion del afio.
Calcula el valor de interpolacién del afio 1993 a partir de los datos de 1992 y 1994. ;Se
parece el dato obtenido al real?. Interpreta tu respuesta.

7°) (EXAMEN 2000). El precio de un viaje en tren es funcién de los kilometros
recorridos. Recorrer 57 km. Cuesta 285 ptas. Y 68 km. Vale 340 ptas. Se pide:

a)  Encontrar la funcién lineal que expresa el coste del billete en funcion de la
distancia recorrida.

b)  Calcular, por extrapolacion, el precio del billete, cuando la distancia es de
500km.

c) Si el billete cuesta 400 ptas., cuantos kilémetros tiene el recorrido?.



