Trigonometria
Este articulo o seccion necesitafuentes o referencias que aparezcan en una

7~ publicacién acreditada, como libros de texto u otras publicaciones especializadas en

§ = eltema.

xV

La trigonometria es una rama de las matematicas de antiguo origen, cuyo
significado etimoldgico es ("la medicién de los triangulos”). Se deriva del
vocablo « griego Tpiywvo <trigdno> "triangulo” + HETPOV <metron>
"medida"’

La trigonometria en principio es la rama de las matematicas que estudia las
relaciones entre los angulos y los lados de los triangulos. Para esto se vale
de las razones trigonométricas, las cuales son utilizadas frecuentemente en
calculos técnicos. En términos generales, la trigonometria es el estudio de
las funciones seno, coseno, tangente, cotangente, secante y cosecante.
Interviene directa o indirectamente en las demas ramas de la matematica y
se aplica en todos aquellos ambitos donde se requieren medidas de
precision. La trigonometria se aplica a otras ramas de la geometria, como
es el caso del estudio de las esferas en la geometria del espacio.

Posee numerosas aplicaciones: las técnicas de triangulacion, por ejemplo,
son usadas en astronomia para medir distancias a estrellas préximas, en la
medicion de distancias entre puntos geograficos, y en sistemas de
navegacion por satélites.



Unidades angulares

En la medida de angulos, y por tanto en trigonometria, se emplean tres
unidades, si bien la mas utilizada en la vida cotidiana es el Grado
sexagesimal, en matematicas es el Radian la mas utilizada, y se define
como la unidad natural para medir angulos, el Grado centesimal se
desarrolld como la unidad mas proximo al sistema decimal, se usa en
topografia, arquitectura o en construccion.

Radian: unidad angular natural en trigonometria, sera la que aqui
utilicemos, en una circunferencia completa hay 2x radianes.

Grado sexagesimal: unidad angular que divide una circunferencia en
360°.

Grado centesimal: unidad angular que divide la circunferencia en 400
grados centesimales.

EQUIVALENCIA ENTRE GRADOS Y RADIANES

N° DE GRADOS N° DE RADIANES




Razones trigonométricas
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Eltriangulo ABC es un triangulo rectangulo en C; lo usaremos
para definir las razones seno, coseno y tangente, del angulo 1,
correspondiente al vértice A, situado en el centro de Ia
circunferencia.

Elseno (abreviado como sen, o sin por llamarse "sinus" en
latin) es la razoén entre el cateto opuesto y la hipotenusa,

. sy B
smia) = —
v &
Elcoseno (abreviado como cos) es la razén entre el
cateto adyacente y la hipotenusa,
OBl = —
J o
Latangente (abreviado como fan o fg) es la razén
entre el cateto opuesto y el adyacente,
.. fl
lanjct =

=l

Es el cociente del seno entre el coseno.



Sentido de las funciones trigonometricas

Dados los ejes de coordenadas cartesianas xy, de centro O, y un circulo
con centro en O y radio 1; el punto de corte de la circunferencia con el lado
positivo de las x, lo sefialamos como punto B.

La recta r, que pasa por O y forma un angulo a sobre el gje de las x, corta a
la circunferencia en el punto C, la vertical que pasa por C, corta al eje x en
A, la vertical que pasa por B corta a la recta r en el punto D.

Porsemejanza de triangulos:
AC BD
OA OB
Ladistancia Q—B es el radio de la circunferencia, en este caso al ser

una circunferencia de radio = 1, y dadas las definiciones de las
funciones trigonometricas:

senfg} = AC
cos{a} = DA
lan{at = BD

tenemos:

sen{a}  tan{n}

cosfal 1

La tangente es la relaciéon del seno entre el coseno,
segun la definicion ya expuesta.



Resolucion de triangulos rectangulos
Cuando decimos resolver un triangulo nos referimos a que encontramos
todas sus magnitudes desconocidas, es decir, la longitud de sus tres lados y

la medida de sus tres angulos, a partir de las conocidas.
Triangulos rectangulos

Si un triangulo es rectangulo en realidad ya sabemos una cosa, que tiene un
angulo de 90° asi que nos hara falta menos informacién para resolverlo.
Podemos resolver un triangulo rectangulo si conocemos:

1°) Dos lados

)

Podemos calcular el tercer lado con el Teorema de Pitagoras ¢~ -+ " = ¢~
Cuando sabemos lo que miden los tres lados es facil encontrar los angulos
a partir de las razones trigonométricas y de la relacion entre los angulos de

un triangulo.
c=23
g=14

: b=a7 A
Ejemplo e
Tenemos este triangulo y sabemos que a=14 v ¢=23

b= 232 — 14% = 18,25

Evh.l .__l!. = s —
B=130- 20— A= 180 30— 37.5=52,5°
2°) _Un angulo y un lado : Los lados se calculan mediante la razén

trigonométrica del angulo que tenemos y con la longitud del lado que
tenemos .El angulo que nos falta se calcula recordando que los angulos de
un triangulo suman entre los tres 180° siempre.

=

1.5 = 201an 63 = i, B2

+ 56, 928 = 133, 8%



Razones trigonométricas de un angulo agudo

c
3 f .
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Si miramos el tridangulo de la izquierda podemos
describir tres razones que son intrinsecas de los angulos agudos, ya que las

razones solamente dependen del angulo o debido al teorema de Thales.

. lsngicod del carers opoesio oo
sl =

: 2
= T B P P — ginm = —
lorgitod de Lo hipsremza o
lvnegitod del carems conrigns a o &
CHR L = : ST — OB = —
loreritod de la biporemmsa
longirnd del carers opoesis o o a
o = - e - — — TEl = —
longiro del caretn contizu o o &

Gracias a estas definiciones podemos calcular razones trigonométricas
aproximadamente dibujando y midiendo simplemente.

Estas razones trigonométricas evidentemente no dependen del triangulo
que tracemos solo dependen del angulo.

[editar] Ejemplo
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Tenemos un triangulo como el de la figura y
queremos saber sus razones trigonométricas asi que medimos sus tres
lados a= 60mm b= 80mm c= 100mm

_ a 143} R
Bl ey = — = —— =
CRl )}
1 ST
i SEI} ;
CoRG = — = —— = 1 3
e 19583
a By s
mang = . = — =M, {3
b Y '



EJERCICIOS DE TRIGONOMETRIA

12) ¢A qué altura se puede llegar con una escalera de 3 metros colocando
la base a 1 metro de 1a pared?.

22) Un nifio sujeta una cometa con una cuerda de 35m. La cometa esta
encima de un drbol que se encuentra a 20 metros del nifio. ¢A qué
distancia esta la cometa?.

32) Un drbol de 50 m de alto proyecta una sombra de 60 m de larga.
Encontrar el angulo de elevacion del sol en ese momento.

42) Uno de los catetos de un triangulo rectangulo mide 4,8 cmy el
angulo opuesto a este cateto mide 54. Halla la medida de! resto de fos

{ados y de los angulos def triangulo.

5¢) En un triangulo rectdngulo la hipotenusa mide 15 cm y uno de los
catetos mide 12 cm. Calcula la longitud del otro cateto y la medida de sus

angulos.

62) Queremos fijar un poste de 3,5 m de altura, con un cable gue va
desde el extremo superior del poste al suelo. Desde ese punto del suelo se
ve el poste bajo un dngulo de 402. ¢ A qué distancia del poste sujetaremos
el cable? ¢Cudl es la longitud del cable?

7°) Pablo y Luis estan situados cada uno a un lado de un arbol, como
indica fa figura:

Poblo

a) Calcula Ia altura del drbol. 'S ST,
b)¢ A qué distancia esta Pablo del drbol? :

82) Un mastil de 5 metros se ha ajustado aL '
muestra la figura:

Halla el valor de c y la longitud del cable.




Geometria analitica plana

4. Geometria analitica plana

La Geometria analitica establece una interesante relacion entre el Algebra y la Geome-
tria. En este tema nos limitaremos al estudio del plano, aunque parecidas conclusiones
se pueden hacer extensibles al espacio.

Sistema de referencia

El sistema de referencia cartesiano en el plano consta de dos rectas perpendiculares que
se cortan en el punto O(0, 0). El eje horizontal OX es el eje de abscisas, y el vertical OY

es el eje de ordenadas.

Cada punto del plano, P, se representa por dos numeros llamados coordenadas que re-
presentamos entre paréntesis, P(x, y). La primera coordenada, x, se llama abscisa, y la
segunda coordenada, y, se llama ordenada.

o POY)

Ejemplo: si tenemos los puntos P(-3,2), Q(2, -3), R(-1,-1) y T(2,0) su representacion grafi-

ca seria:
y
P(-3,2)
4]
T(2,0)
. X
PYY)
R(-1,-1)
o Q(2-3)

Coordenadas de un vector

Consideramos el vector v de origen A(ay, a;) y extremo B(b,, b,). Las coordenadas del
vector AB se obtienen restando a las coordenadas del punto extremo las del origen. Es

decir las coordenadas del vector v = AB son (b4 -a4, by-a,).

Ejemplo: Las coordenadas de Ké donde A(2, -1) y B( 3, 3), son estas (3 -2, 3+1) = (1, 4).
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Geometria analitica plana

Vector de posicion
Cada punto P(x, y) del plano se puede considerar determinado mediante las coordenadas

de su vector de posicien P = OP = (x, ).

d P(xy)

—

p = OP =(xy)

O X

Ejemplo: Las coordenadas del vector de posicion del punto B (2,3) son OB = (2,3).

Punto medio de un segmento

Si las coordenadas de los extremos A y B de un segmento son A(a,,a;) y las de B(by,by)

. . a; + a,+b
las coordenadas del punto medio seran: ( 1 5 By it ; 2]

Ejemplo: si llamamos M al punto medio del segmento de extremos A(6,2) y B(-4,6) sus

6+(—4),2_+§]= (14).
2 2

coordenadas son M(

Ecuaciones de la recta en el plano.

Una recta r queda determinada si conocemos las coordenadas de un punto y las de un
vector paralelo llamado vector director.

Ecuacion vectorial

[Tt ]

Es de la forma ox = A + tv donde “0” es el origen de coordenadas, “x” es un punto cual-

quiera de la recta, “A” es un punto conocido de la recta, v es un vector director conoci-
do y t es un parametro. Al dar valores a t, obtendremos los distintos puntos X de la recta.

<l

Ejemplo: La ecuacion vectorial de la recta que pasa por el punto (1, -1) y tiene por vector
director al vector (3, 4) es: (x, ¥) = (1, -1) + t (3, 4). Son puntos de la recta (1,-1)
si t=0; (4,3) sit=1; (7,7) sit=2; ...
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Geometria analitica plana

Ecuaciones paramétricas

Al sustituir en la ecuacion vectorial los vectores por sus coordenadas obtenemos una
expresion del tipo (x, y)= (as, az)* t(v1, v2). Expresando por separado cada coordenada
se obtienen las llamadas ecuaciones parametricas:

X =at+ t V4
y =axttvy,
Para cada valor que le demos a “t" se obtiene un punto (x, y) de la recta.

Ejemplo: En la recta anterior las ecuaciones parametricas son: x =1 + 3t;y = -1 + 4t. De
igual forma que en el ejemplo anterior podemos calcular puntos de la recta.

También podemos comprobar que un punto pertenece a la recta si satisface su
ecuacion. Asi el punto (4,3) se obtiene para t = 1, pero no hay un valor t que
satisfaga la ecuacion si el punto es el (0,0).

Ecuacion continua

Se obtiene despejando t en cada una de las ecuaciones paramétricas e igualando los
resultados obtenidos.

X-—a -
1 yde y=apttv,; t=1-22 por tanto:

Vi Vs

Dex=ai+tvy t=

Observa que los denominadores son las coordenadas del vector director.

. . ; : 2 : X -1
Ejemplo: En la misma recta anterior obtenemos la ecuacion continua: t=—5—— y

t= M luego -X—;— = Xgl . lgualmente que en los casos anteriores podemos

comprobar que (7,7) satisface la ecuacion y por tanto pertenece a la recta
L=l =111; 2 = 2, y que esto no ocurre para el punto (0,0): 0= =O—Jf—-1-;
3 4 3 4
-1 +1
— _-;t lkect
Sowd
Ecuacién general o implicita

Si en la ecuacion continua eliminamos los denominadores se obtiene una unica ecuacion
del tipo vo (x - @4) = v4 (Y - @2). Si quitamos paréntesis y lo pasamos todo al primer miem-
bro obtendremos una expresion como vox - Viy - Voa1 + v4@; = 0, que se puede escribir de
la siguiente forma: Ax + By + C = 0, llamada ecuacién general o implicita de la recta.
Observa que A y B se corresponden con v, y v respectivamente cambiando una de ellas

de signo.

Ejemplo: En la recta anterior obtenemos la ecuacion general o implicita: 4(x-1) = 3(y+1),
4x -4 = 3y + 3. Llegamos a la forma general 4x — 3y -7 = 0.



Geometria analitica plana

Podemos obtener puntos de esta recta dando valores a la x, y despejando la
otra variable: si x = 0; y = -7/3; o al contrario, dando valores a la y, y despejan-

dox:siy=0 x=7/4.
Ecuacion explicita

Si se despeja y se llega a la ecuacion explicita de la recta de la formay = mx +n, donde
“m” es la pendiente que indica la inclinacion de la recta (m =v/v4) y “n” es la llamada
ordenada en el origen o “altura” a la que la recta corta al eje y.

Ejemplo: En la misma recta anterior obtenemos la ecuacion explicita: y = %x——g, donde

mes 4/3ynes-7/3.

Esta ecuacion se puede obtener también sustituyendo m por v,/vy y calcular n teniendo
en cuenta que el punto satisface la ecuacion.

Ejemplo: En la misma recta anterior obtenemos la ecuacion explicita a partir de los datos

del vector director y del punto por el que pasa. m = 4/3: y =§x+n. Como el
punto (1, -1) pertenece a la recta satisface la ecuacion -1= %-H n, de donde

n es -7/3. La ecuacién es y = %x—%. Para obtener mas puntos solo hay que

darvaloresalax. Asisix=1;y=-1.
Pendiente de una recta en cualquiera de sus formas.

La pendiente indica la inclinacion de la recta y viene dada por m =v,/v4 siendo vy y v, las
coordenadas del vector director. En la forma explicita se corresponde con el valor de “m”.
En el resto de las formas se trata de identificar las coordenadas del vector director.

Ejemplo: En la ecuacion vectorial de la recta (x, y) = (1, -1) + t (3, 4) las coordenadas del
vector director son (3, 4), luego m = 4/3.

En la ecuacion paramétrica de la recta } las coordenadas del vector

: y =-1+6t
director son (-5, 6), luego m = -6/5. En la ecuacion continua de la recta
£ o yT+1 las coordenadas del vector son (3,4), luego m = 4/3. En la ecuacion

3
general de la recta 4x — 3y -7 = 0 las coordenadas del vector director son (3,4),

luego m = 4/3. En la ecuacién implicita de la recta y = -x + 7, el valor de la pen-
diente es m = -1

Recta determinada por dos puntos

Una recta puede quedar determinada por dos puntos del plano A(as, az) y B(bs, bz). A
partir de ellos podemos calcular el vector director considerando uno de los puntos como

-

extremo y el otro como origen. Asi V = AB = (bq- a4, bz- &;). De esta forma queda redu-
cido al caso anterior.

Ejemplo: Calculamos la ecuacion explicita de la recta r que pasa por los puntos A(0, 3) y
B(2, 2). El vector v = AB tiene de coordenadas (2, -1), la ecuacion de la recta
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Geometria analitica plana

que pasa por A 'y tiene como vector de direccion v se calcula como ya sabemos y
en forma explicita es: y = -1/2 x + 3. También se puede hacer resolviendo el siste-
ma que resulta de considerar que los dos puntos satisfacen Ia recta que de forma
general es y = mx + n.

Por pasar por A(0,3)> 3=0+n

Por pasarporB(2,2) 2> 2=2m+n

Resolviendo el sistemam =-1/2yn=3. Luego larectaesy =-1/2 x + 3
Vector normal a una recta

Se trata del vector perpendicular a la recta. Un vector es perpendicular a V = (a, b) si

sus coordenadas son (b, -a) o (-b, a).
En la recta en forma implicita Ax + By + C = 0 el vector (A, B) es normal a r.

Ejemplo. El vector (4,-3) es normal a la recta 4x — 3y -11=0.
Posicion relativa de dos o mas rectas

Dos rectas pueden ser secantes, si se cortan en un punto, o paralelas, si no se cortan.
Un caso particular de rectas secantes son las rectas perpendiculares y un caso particular
de rectas paralelas son las rectas coincidentes.

Cuando dos rectas son paralelas tienen la misma pendiente. Este es el motivo de que se
pueda determinar una recta a partir de un punto y de la ecuacién de otra recta a la que
es paralela, ya que el vector director, el vector normal o la pendiente coincidiran.

Ejemplo. Calcula la recta que pasa por el punto A (0, 3) y es paralela a 2x - y—4= 0.

En forma explicita y = 2/3 x — 4/3. Por ser paralela comparte la pendiente y se-
ra de la forma y = 2/3 x + n. Como pasa por A, este punto tiene que verificar la
ecuacion: 3=2/3-0+n,n=3,ylarectay=2/3x + 3

En formas vectorial, paramétrica y continua
Si el vector (x4, x2) es un vector director de r:

Cualquier recta con vector direccion (x1, x;) o proporcional a él, (kx1, kxz), k # 0, es pa-
ralela a r o coincide con .

Cualquier recta con vector direccidn (xz, -x;) o proporcional a él, (kxz, -kx4), k # 0, es
perpendicularar.

Ejemplo. La ecuacion vectorial de la recta que pasa por el punto (0, -1) y tiene el vector
de direccion (2, 4) es:(x, y) = (0, -1) + t(2,4)

Sus ecuaciones paramétricas son:
x=0+2t
y=-1+ 4t
bl

4

La ecuacion vectorial de una recta perpendicular a esta tendra por vector direc-
tor (4,-2). La recta perpendicular que pasa por (1, -1) es(x, y)=(1,-1) + t(4,-2)

2 ; X
Su ecuacidn continua es: 3 =

Sus ecuaciones paramétricas son:
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Geometria analitica plana

x=1+ 4t
y=-1+-2t
. y ox=1_ y+1
Su ecuacion continua es: v = 5

En forma explicita

Si consideramos las rectas ryi y = miX + Ny y r2ly = MaX + Ny seran paralelas sim; =my
perpendiculares si my.m, = -1, 0, lo que es lo mismo, si m; = -1/m, :

Ejemplo. Las rectas y = 3x + 6 y la rectay = 3x — 2 son paralelas y lasrectasy =4x + 5y
la recta y = -1/4x — 2 son perpendiculares.

En forma general

Buscamos los puntos comunes a ambas rectas resolviendo el sistema formado por sus
ecuaciones.

Ax+By+C=0
A'x+B'y+C'=0

El numero de soluciones nos indica su posicion relativa:

o - A
Una Unica solucién: se cortan en un punto, son secantes. Se cumple ?;t B

No tiene solucién: no tienen ningun punto comun, son paralelas. Se cumple que
A B _C
T owm T i
A B C
Tiene infinitas soluciones: todos los puntos son comunes, son coincidentes. Se cumple

Ejemplo. Estudia la posicion relativa de larectax +y—2 =0y larecta-2x -2y + 6 = 0. Al
resolver el sistema que forman comprobamos que no tiene solucién, luego son
1 -2

paralelas. Ademas s =——
-2 -2 6

Ejemplo. Estudia la posicion relativa de larecta2x+y—-5=0ylarecta-2x-2y+6=0.
Al resolver el sistema que forman comprobamos que tiene una Unica solucion,

luego son secantes. Ademas —-25 ¥ ik

Ejemplo. Estudia la posicion relativa de larectax +y —3 =0y la recta -2x - 2y + 6 = 0. Al
resolver el sistema que forman comprobamos que tiene infinitas soluciones,
luego son coincidentes. Ademas ila = =1 =%,

2 =2..6
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Geometria analitica plana

Distancias
Distancias entre dos puntos

Si tenemos dos puntos A(as, a;) y B(bs, by) para calcular la distancia que los separa se
aplica la siguiente formula basada en el Teorema de Pitagoras, como puedes compro-

bando observando la figura:

d(A, B)=4/(b, -2, + (b, —a, )

2o d(A, B)= \/(b1 —ayf 4+ (bs ~ay F

B(bs, b)

Ejemplo. La distancia entre los puntos A(0, -1) y B( 3, 2) es
d(A, B)=43-02 +(2-(-1)? =4a+9 =18
Distancia de un punto a una recta
En general, la distancia del punto A(ay,a;) alarectar: Ax+ By + C=0es:
|Aa, +Ba, +C]
e
Ejemplo. Calcula la distancia del punto A(0,3) alarectar: 3x—y +4 =0.

_[03+3(-0+4 1 _Ji0

d{P, 1)
( B2 J_ 10

d (P, 1=

Actividades resueltas
1. Calcula el punto medio del segmento de extremos A (1,-3) y B (3,4)
Si llamamos M al punto medio del segmento de extremos sus coordenadas son

M(ﬁ,~2+4]:(2,1)
2 2

2. Calcula las ecuaciones vectorial, paramétricas, continua, general y explicita de la
recta que pasa por el punto (-1,3) y cuyo vector director es (-2,4). Calcula tres puntos

de esta recta.
Vectorial: (x, y) = (-1, 3) +t (-2, 4).

Paramétricas: x= -1 - 2t
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EJERCICIOS DE GEOMETRIA EN EL PLANO

1°) Hallar la recta que pasa por el punto (-2,2) y tiene como vector director el (1,-3).

2°) Escribir las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto (1,5) y tiene
como vector director el (4,-3).

3°) Hallar la ecuacion continua de la recta que pasa por el punto (2,-1) y tiene el vector
director (1,-4).

4°) Hallar la ecuacion implicita de la recta que pasa por el punto (3,-2) y tiene como
vector director el (4,3).

5°) Hallar dos puntos y un vector director de larecta x+3y—-6=0

6°) Hallar la ecuacién explicita de la recta que pasa por el punto (-2,0) y tiene el vector
director (3,6).

7°) ¢ Cudles son la pendiente y la ordenada en el origen de la recta que pasa por el punto
(3,1) y tiene vector director (-5,2) 2.

8°) Hallar la ecuacion explicita de la recta cuya pendiente es 2/3 y la ordenada en el
origen es -3.

9°) Hallar la ecuacién continua de la recta que pasa por los puntos A (2,-3) y B (-1,4).
10°) Hallar la ecuacion explicita de la recta que pasa por los puntos A(-2,4) y B(3,4).

11°) Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por los puntos A(0,4) vy
B(-3.5).

12°) Hallar la ecuaciéon segmentaria de la recta que corte en los puntos (-3/5, 0) y
(0,4/11) alos ejes de coordenadas.

13°) Hallar en forma segmentaria la ecuacion de larecta y=2/3x -7

14°) Hallar en todas las formas posibles, la ecuacién de la recta cuyas ecuaciones
paramétricas son:

x=4- /\

y=5+ )\
15°) Hallar las ecuaciones paramétricas de la recta 5x + 2y -6 =0

16°) Determinar el valor de “k” para que larecta 3x +ky =23 pase por el'punto (-2,3).



EJERCICIOS SOBRE DISTANCIA ENTRE DOS PUNTOS

1°) Hallar la distancia entre los puntos A(1,2) y B(2,4).

2°) Hallar la distancia entre los puntos A(10,-13) y B(-11,7).

3°) Hallar la distancia entre los puntos A(5,3) y B(-6,-2)

4°) Hallar la distancia entre los puntos A(2/3,1/10) y B(5/12,-1/2)

5°) Hallar dos puntos del eje “x” cuya distancia al punto A(-1,5) sea 13.

6°) Hallar un punto del eje “y” cuya distancia al punto A(-1,5) sea 13.

EJERCICIOS SOBRE DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA

1°) Hallar la distancia del punto A(3,5) a la recta x-3y+2=0
2°) Hallar la distancia desde el punto A(2,6) a la recta 8x+y+4=0
3°) Hallar la distancia del punto A(4,4) a la recta 2x+2y+4=0
4°) Hallar la distancia del punto A(1,2) a la recta 2x+4y+3=0
5°) Calcular la distancia entre el punto A(1,2) y la recta 4x+y-3=0
6°) (EXAMEN) Dada la recta 3x-2y=7 averiguar:

- El punto cuya abscisaes x=1.

- El punto cuya ordenada es y =-1/2
- Su pendiente.



